4 Линейные ограниченные функционалы и операторы в нормированных пространствах

Тема 4.1

Линейные ограниченные функционалы

Определение. Пусть 
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Теорема (об общем виде линейного ограниченного функционала в 
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и обратно, любой функционал такого вида линеен и ограничен на
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Примечание. Пространство 
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Следствие (об общем виде линейного ограниченного функционала в 
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и обратно, любой функционал такого вида линеен и ограничен на 
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[image: image39.wmf]q

fu

=

.
Теорема (об общем виде линейного ограниченного функционала в 
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и обратно, любой функционал такого вида линеен и ограничен на
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Ниже через 
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Теорема (об общем виде линейного ограниченного функционала в 
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и обратно, любой функционал такого вида линеен и ограничен на 
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4.1.1. Используя теорему об общем виде линейного ограниченного функционала в пространстве 
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, выяснить, задает ли данная формула линейный ограниченный функционал. В случае положительного ответа найти его норму (таблица 4.1.1).

Таблица 4.1.1
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Окончание таблицы 4.1.1
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4.1.2. Используя теорему об общем виде линейного ограниченного функционала в пространстве 
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, выяснить, задает ли данная формула линейный ограниченный функционал. В случае положительного ответа найти его норму (таблица 4.1.2).

Таблица 4.1.2
	Вариант
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Окончание таблицы 4.1.2
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4.1.3. Используя теорему об общем виде линейного ограниченного функционала в пространстве 
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, выяснить, задает ли данная формула линейный ограниченный функционал. В случае положительного ответа найти его норму (таблица 4.1.3). 
Таблица 4.1.3
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Окончание таблицы 4.1.3
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4.1.4. Используя теорему об общем виде линейного ограниченного функционала в пространстве 
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, выяснить, задает ли данная формула линейный ограниченный функционал. В случае положительного ответа найти его норму (таблица 4.1.4).

Таблица 4.1.4
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Окончание таблицы 4.1.4
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4.1.5. Пусть Х – банахово пространство над полем К. Задает ли данная формула линейный ограниченный функционал 
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? В случае положительного ответа найти его норму (таблица 4.1.5).

Таблица 4.1.5
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Окончание таблицы 4.1.5
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Примеры решения типовых задач

1. Используя теоремы об общем виде линейных ограниченных функционалов в различных пространствах, выяснить, задает ли данная формула линейный ограниченный функционал. В случае положительного ответа найти его норму.
Пример 1. 
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Решение. По теореме об общем виде линейного ограниченного функционала в пространстве 
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Пример 2. 
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Решение. Рассмотрим вектор 
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Для этого вектора выполняется равенство 
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 (почему?). Значит, в силу теоремы об общем виде линейного ограниченного функционала в пространстве 
[image: image163.wmf]0

c

 функционал 
[image: image164.wmf]f

 не является линейным ограниченным.
Пример 3. 
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Решение. По теореме об общем виде линейного ограниченного функционала в пространстве 
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и обратно. При этом 
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Решение. По теореме об общем виде линейного ограниченного функционала в пространстве 
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Пример 5. 
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Решение. По теореме об общем виде линейного ограниченного функционала в пространстве 
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Пример 6. 
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Решение. По теореме об общем виде линейного ограниченного функционала в пространстве 
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которая справедлива, если 
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Ввиду формулы (1) отсюда следует, что 
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Поэтому на интервалах непрерывности, содержащихся в отрезке 
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Решение. Очевидно, что функционал 
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т. е. число 3 является константой ограниченности для 
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Подберем ненулевой вектор 
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Решение. Очевидно, что 
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 − линейный функционал. Так как  
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Возьмем 
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Из неравенств (5) и (6) получаем 
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Решение.  Очевидно, 
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 − линейный функционал. Так как  
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то 
[image: image296.wmf]f

 ограничен, причем (см. пример 1)
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Подберем теперь непрерывную функцию 
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Вследствие неравенств (8) и (9), получаем 
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Тема 4.2

Спектр линейного непрерывного оператора
Всюду далее 
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 – комплексное банахово пространство, 
[image: image306.wmf]A

 - линейный ограниченный оператор в 
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Определение. Собственным значением оператора 
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имеет ненулевые решения. Эти решения называются собственными векторами оператора
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, отвечающими собственному значению 
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Определение. Множество всех собственных значений оператора 
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[image: image314.wmf]().

p

A

s


Определение. Число 
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Определение. Множесто регулярных точек обозначается 
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Определение. Операторнозначная функция 
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называется резольвентой оператора
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Определение. Спектром оператора 
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Теорема. Спектр оператора 
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 есть непустое компактное подмноожество комплексной плоскости.

Определение. Непрерывным спектром оператора 
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Определение. Остаточным спектром оператора 
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4.2.1. Найти спектр данного оператора 
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 Таблица 4.2.1
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4.2.2. Найти спектр и резольвентное множество данного оператора 
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 в пространстве 
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Таблица 4.2.2
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4.2.3. Найти собственные значения, точки непрерывного и точки остаточного спектров оператора 
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4.2.4. Найти спектр оператора 
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Окончание таблицы 4.2.4
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4.2.5. Выяснить, может ли множество 
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 быть спектром неко-торого линейного ограниченного оператора. В случае поло-жительного ответа привести пример такого оператора (таблица 4.2.5).

Таблица 4.2.5
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Примеры решения типовых задач

1. Найти спектр данного оператора 
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Пример 1. 
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Решение. Известно, что спектр оператора в конечномерном пространстве состоит из собственных значений. Таким образом, нас интересуют те значения параметра 
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главный определитель которой равен 
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2. Найти спектр и резольвентное множество данного оператора А в пространстве 
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Решение. Найдем сначала точечный спектр оператора А. Рассмотрим уравнение с неизвестной функцией х из 
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Требуется найти те значения параметра 
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Резольвентное множество
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Решение. Рассмотрим уравнение 
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Если 
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Это линейная однородная система двух уравнений с двумя неизвестными b и k и параметром 
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Для нахождения всего спектра будем рассуждать как в примере 1, то есть рассмотрим уравнение 
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Таким образом, при 
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3. Найти собственные значения, точки непрерывного и точки остаточного спектров оператора А в пространстве 
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Отметим, что множество значений E(a) этой функции есть отрезок 
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Рисунок 8 – График функции 
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Тогда уравнение (7) имеет ненулевое решение (например, изображенное графически на рисунке 9). Значит, 
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Рисунок 9 – График ненулевого решения уравнения (7)
Рассмотрим теперь уравнение (где 
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Если 
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Значит, значения 
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Покажем, что все 
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Из того, что для любого 
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4. Найти спектр оператора 
[image: image526.wmf]2

2

:

l

l

A

®

, 
[image: image527.wmf])

(

)

(

)

)(

(

k

x

k

a

k

Ax

=

. 
Пример 1. 
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Решение. Данный оператор имеет вид 
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Рассмотрим уравнение 
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Предположим теперь, что 
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Ее решение дается равенствами (
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Выясним, принадлежит ли найденная последовательность 
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5. Выяснить, может ли следующее множество 
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 быть спектром некоторого линейного ограниченного оператора. В случае положительного ответа привести пример такого оператора.

Пример 1. 
[image: image556.wmf]{

M

l

=Î

£


[image: image557.wmf]}

1

0

,

2

£

£

+

=

t

it

t

l

.
Решение. Множество М компактно (объясните, почему). Покажем, что оно является спектром линейного ограниченного оператора. 

1 способ. Рассмотрим оператор 
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в пространстве 
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 (такой оператор называется диагональным) множество S будет точечным спектром, а весь спектр будет совпадать с множеством М .
Тема 4.3

Компактные операторы

Всюду ниже X,Y,Z – нормированные пространства над полем К (
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Определение. Оператор А называется компактным, если он переводит ограниченные множества в предкомпактные.

Множество всех компактных операторов 
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Каждый компактный оператор ограничен, но обратное, вообще говоря, неверно.
Теорема (свойства компактных операторов). 

1) Множество 
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Определение. Оператор А называется оператором конечного ранга, если его образ 
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 есть конечномерное пространство.
Теорема. Ограниченный оператор конечного ранга компактен. 

Теорема. Интегральный оператор Фредгольма компактен в пространстве 
[image: image574.wmf][;]

Cab

.
4.3.1. Выяснить, является ли данный оператор компактным в пространстве 
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Таблица 4.3.1
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4.3.2. Определить, является ли данный оператор компактным в пространстве 
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Таблица 4.3.2
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4.3.3. Исследовать оператор на компактность в пространстве 
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Таблица 4.3.3
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Окончание таблицы 4.3.3
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4.3.4. Выяснить, является ли оператор 
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 компактным (таблица 4.3.4).

Таблица 4.3.4
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Примеры решения типовых задач

1. Выяснить, являются ли следующие операторы компактными в пространстве 
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Пример 1. 
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Решение. Докажем, что данный оператор не является компактным. Возьмем множество 
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 означает равномерную сходимость к непрерывной функции. В соответствии с определением компактного оператора данный оператор не компактен.

Пример 2. 
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Решение. Представим данный оператор в виде 
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а с другой стороны образ оператора А2 есть 
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поскольку все функции 
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2. Выяснить, является ли оператор 
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Пример 1. 
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Решение. Докажем, что оператор 
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 является компактным. Рассмотрим следующую последовательность линейных операторов 
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(образ оператора 
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 содержится в n-мерном подпространстве пространства l1 , состоящем из векторов вида 
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Эти операторы ограничены. Действительно, 
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Следовательно, они компактны. Теперь компактность оператора А следует из того, что последовательность 
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поскольку остаток сходящегося ряда стремиться к нулю.
3. Выяснить, является ли оператор 
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Пример 1. 
[image: image677.wmf](1)

[0;1],[0;1]

XCYC

==

, 
[image: image678.wmf])

(

)

)(

(

t

x

t

Аx

=

.

Решение. Возьмем в 
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Рассмотрим теперь множество 
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В силу теоремы Арцела-Асколи множество 
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Пример 2. 
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Решение. Возьмем ограниченное в 
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(проверьте ограниченность множества М). Множество 
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5 Гильбертовы пространства и интегральные уравнения

Тема 5.1

Гильбертовы пространства. Основные понятия
Определение. Пусть 
[image: image702.wmf]E
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[image: image712.wmf]xy

^

), если 
[image: image713.wmf],0.

xy

=

 

Определение. Система векторов 
[image: image714.wmf]()

xE

a

Ì

 называется ортогональной, если входящие в нее векторы попарно ортогональны. 

Определение. Ортогональная система векторов 
[image: image715.wmf]()

eE

a

Ì

 называется ортонормированной, если 
[image: image716.wmf]1

e

a

=

 при всех 
[image: image717.wmf]a

.
Определение. Счетная ортонормированная система векторов 
[image: image718.wmf]()

n

eE

Ì

 называется ортонормированным базисом (о.н.б.), если каждый вектор х из E разлагается в ряд Фурье по этой системе, т. е. имеет место равенство


[image: image719.wmf],

nn

n

xxee

=

å

.
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Определение. Пусть L – подпространство предгильбертова пространства Е, 
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Теорема (о разложении). Для замкнутого подпространства Е гильбертова пространства Н имеет место равенство
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5.1.1 Пусть 
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Таблица 5.1.1
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5.1.2 В гильбертовом пространстве 
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 (таблица 5.1.2).
Таблица 5.1.2
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5.1.3. Доказать, что в указанном нормированном пространстве 
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 со стандартной нормой нельзя ввести скалярное произведение, порождающее эту норму (таблица 5.1.3). 
Таблица 5.1.3
	Вариант
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5.1.4. Вычислить угол между данными векторами 
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Таблица 5.1.4
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5.1.5. Становится ли система векторов 
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Таблица 5.1.5
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Окончание таблицы 5.1.5
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5.1.6. Для данного подмножества М гильбертова пространства 
[image: image895.wmf]H

 найти ортогональное дополнение 
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 (таблица 5.1.6).

Таблица 5.1.6
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Окончание таблицы 5.1.6
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Примеры решения типовых задач

1. Доказать, что данная функция 
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Решение. Далее положим для краткости 
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Остальные аксиомы скалярного произведения легко проверяются. Проверим, например, вторую аксиому:
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Следовательно, данная функция задает скалярное произведение в пространстве 
[image: image937.wmf]2
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2. В гильбертовом пространстве 
[image: image938.wmf]H

 найти проекцию вектора 
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Пример 1.
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Решение. По определению проекции требуется найти такой вектор 
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Ясно, что это условие может выполняться для любых 
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Преобразуем эту систему:
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Подсчитав скалярные произведения и решив систему, получим 
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Значит, проекция вектора 
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(Другое решение можно получить так: процессом ортогонализации Грама-Шмидта из системы 
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3. Доказать, что в указанном нормированном пространстве 
[image: image960.wmf]X

 со стандартной нормой нельзя ввести скалярное произведение, порождающее эту норму. 
Пример 1. 
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Решение. Допустим противное, то есть что в 
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 можно ввести скалярное произведение, порождающее стандартную норму. Тогда (как и в любом предгильбертовом пространстве) должно выполняться равенство параллелограмма:  
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Подстановка этих данных в (1) приводит к противоречию. 
4. Вычислить угол между векторами 
[image: image969.wmf]y
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 в пространстве 
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 над 
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Пример 1. 
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Решение. По определению угол 
[image: image975.wmf]j

 между ненулевыми векторами х и у удовлетворяет соотношениям
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Поскольку в нашем случае
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5. Становится ли система векторов 
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Пример 1. 
[image: image983.wmf]2

()

Hl

=

¢

, 
[image: image984.wmf],

xy

<>


[image: image985.wmf]23/2

(1)()()

n

nxnyn

+¥

-

=-¥

=+

å

.
Решение. Легко проверить, что 
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 (проверьте). Кроме того, система 
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6. Для данного подмножества М гильбертова пространства 
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 найти ортогональное дополнение 
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Пример 1. 
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Решение. Заметим, что любую функцию 
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Пусть теперь 
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откуда следует, что 
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Обратно, если 
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Значит, 
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Пример 2. 
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Решение. Введем обозначение 
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- одномерное подпространство, порожденное функцией 
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Следовательно, 
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Тема 5.2

Сопряженные операторы

Определение. Пусть Е - предгильбертово пространство, 
[image: image1041.wmf]().
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 Оператор А* в Е называется сопряженным к оператору А, если при всех х, у из Е справедливо равенство
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Определение. Оператор А называется самосопряженным, если А*=А, другими словами, если при всех х, у из Е справедливо равенство
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Теорема. Спектр ограниченного самосопряженного оператора А вещественен и содержит по крайней мере одно из чисел 
[image: image1044.wmf].

A

±


5.2.1. Найти сопряженный к оператору 
[image: image1045.wmf]A

 в гильбертовом пространстве 
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Таблица 5.2.1
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5.2.2. Найти сопряженный к оператору 
[image: image1059.wmf]A

 в пространстве 
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 (таблица 5.2.2).
Таблица 5.2.2
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5.2.3. Найти сопряженный к оператору 
[image: image1073.wmf]A

 в гильбертовом пространстве 
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Таблица 5.2.3
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5.2.4. Если это возможно, привести пример самосопряженного оператора 
[image: image1088.wmf]A

 в гильбертовом пространстве, точечный спектр которого совпадает с данным множеством 
[image: image1089.wmf]S

Ì

£
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Таблица 5.2.4
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Примеры решения типовых задач

1. Найти сопряженный к оператору 
[image: image1101.wmf]A

 в гильбертовом пространстве 
[image: image1102.wmf]]
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Решение. Воспользуемся тем фактом, что 
[image: image1104.wmf]A

*

 тоже является интегральным оператором, причем для ядер операторов 
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В данном случае 
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2. Найти сопряженный к оператору 
[image: image1142.wmf]А

 в гильбертовом пространстве 
[image: image1143.wmf]2
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Решение. В данном пространстве скалярное произведение задается следующим образом:
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Следовательно, 
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Поскольку полученное выражение должно равняться 
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3. Если это возможно, приведите пример самосопряженного оператора 
[image: image1152.wmf]А

 в гильбертовом пространстве, точечный спектр которого совпадает с данным множеством 
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Пример 1. 
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Решение. Рассмотрим оператор 
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Пример 2. 
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Ответ: Данное множество не может быть точечным спектром самосопряженного оператора.

Указание. Необходимо воспользоваться свойством спектра самосопряженного оператора в гильбертовом пространстве.

Тема 5.3

Интегральные уравнения 

В пространстве 
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[,]

Lab

 рассмотрим уравнение 
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 (уравнение Фредгольма 2 рода).
Наряду с уравнением (Ф) рассмотрим соответствующие ему однородное и сопряженное однородное уравнения:
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Следующие результаты, связывающие между собой решения этих уравнений, носят название теорем Фредгольма.
Теорема 1. Однородные уравнения (Ф0) и (Ф*0) имеют одно и то же, причем конечное, число линейно независимых решений.
Теорема 2. Уравнение (Ф) разрешимо для любого f тогда и только тогда, когда уравнение (Ф0) имеет только нулевое решение.
Теорема 3. Уравнение (Ф) разрешимо для тех и только тех f, для которых равенство
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выполняется для любого решения 
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 уравнения (Ф*0).
Теорема 4. Если функции k и f непрерывны, то теоремы Фредгольма справедливы и в пространстве C[a,b].

Будем далее рассматривать интегральное уравнение
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5.3.1. Решить уравнение (1) при 
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, если (таблица 5.3.1):
Таблица 5.3.1
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5.3.2. Не решая уравнения (1), определите, при каких 
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Таблица 5.3.2
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5.3.3. Определить, при каких значениях параметра 
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 уравнение (1) разрешимо в пространстве 
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 (таблица 5.3.3).
Таблица 5.3.3
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Примеры решения типовых задач

1. Решить уравнение (1) при 
[image: image1243.wmf]1
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Пример 1. 
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Решение. Нам нужно решить уравнение 
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Введем обозначения:
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Тогда из (2) заключаем, что решение данного уравнения имеет вид
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с неопределенными коэффициентами a и b. Для нахождения a и b подставим выражение (4) в систему (3):
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или после вычисления интегралов в правых частях:
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Отсюда 
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2. Не решая уравнения (1), определите, при каких 
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Пример 1. 
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Решение. Рассматривается уравнение
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В соответствии с теоремой Фредгольма, данное уравнение разрешимо для тех и только тех 
[image: image1260.wmf]f

, которые ортогональны любому решению сопряженного однородного уравнения. 

Составим сопряженное однородное уравнение:
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Введем обозначения 
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Тогда решение сопряженного однородного уравнения принимает вид
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Подставив (7) в (6), получим систему уравнений
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или после вычисления интегралов, 
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Отсюда 
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где С − произвольная постоянная. Значит, данное уравнение разрешимо для тех и только тех 
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3. При каких значениях параметра 
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 уравнение (1) разрешимо в пространстве 
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Пример 1. 
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Решение. Рассматрим уравнение
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В соответствии с теоремой Фредгольма данное уравнение разрешимо при любой функции 
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 тогда и только тогда, когда соответствующее однородное уравнение имеет только нулевое решение.

Решим соответствующее однородное уравнение
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Введем обозначения 
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Тогда  
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Подставив (9) в (8), получим 
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После вычисления интегралов получаем систему 
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Последняя система (а вместе с ней и соответствующее однородное уравнение) имеет только нулевое решение, если и только если 
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